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Abstract
Nous montrons la densite´ des cycles re´pulsifs dans l’ensemble de
Julia des fonctions me´romorphes transcendantes a` une variable com-
plexe, sans utiliser le the´ore`me des cinq ıˆles d’Ahlfors ni la the´orie de
Nevanlinna.
1 Introduction
Dans [5] p.161, Bergweiler posa la question s’il e´tait possible de mon-
trer la densite´ des cycles re´pulsifs dans l’ensemble de Julia des fonc-
tions me´romorphes transcendantes a` une variable complexe, sans utiliser le
the´ore`me des cinq ıˆles d’Ahlfors: Bolsch (voir [4]) a montre´ que la re´ponse est
oui, mais il fait appel au the´ore`me des quatre valeurs comple`tement ramifie´es.
On peut donc se poser la question si cette de´monstration est encore possible
sans invoquer la the´orie de Nevanlinna
Le but de cette note-ci est de montrer que la re´ponse est encore oui. Tout
d’abord, on utilisera, comme Bolsch, un the´ore`me de Lehto sur la croissance
de la de´rive´e sphe´rique d’une fonction me´romorphe sur un disque e´pointe´,
ayant une singularite´ essentielle isole´e au centre du disque (voir [7] th.1).
L’utilisation de ce the´ore`me-la` sera tout-a`-fait diffe´rente: en effet cet e´nonce´
sera combine´ avec des techniques de renormalisation a` la Zalcman (voir [8])
et d’autre type, a` partir aussi d’un lemme me´trique de M.Gromov (voir [6],
p.256).
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2Si la fonction f en conside´ration a au moins deux poles ou` un pole qui n’est
pas une valeur omise, alors la composition de f a` la source avec une famille
de contractions bien choisies nous permetra de construire une application
holomorphe limite sur le plan e´pointe´ et d’appliquer aux objets ainsi obtenus
un raisonnement semblable a` [2] (voir aussi [3], p.46) pour les applications
rationelles de P. Cependant, on ne sera pas concerne´ avec une famille non
normale d’applications, mais on envisagera la seule fonction f , au voisinage
d’une singularite´ essentielle isole´e.
Par contre, si f n’a que un pole qui est une valeur omise, alors la composi-
tion des ite´re´es f ◦n a` la source avec une bonne famille de contractions nous
permetra de construire une application entie`re limite et d’invoquer, dans ce
nouveau contexte, le raisonnement de [2], presque tel quel (voir aussi [3]
p.46).
2 Pre´liminaires
Rappelons ici quelques de´finitions classiques: une fonction me´romorphe f
sur C est dite transcendante si elle n’est pas une fraction rationnelle; (voir
par exemple [5]): l’ensemble de Fatou Ff de f est de´fini comme l’ensemble
des points au voisinage desquels les ite´re´es de f sont bien de´finies et forment
une famille normale de fonctions holomorphes; l’ensemble de Julia Jf est le
comple´mentaire de Ff .
La condition que les ite´re´es {f ◦n} soyent bien de´finies est ge´ne´ralement
ne´cessaire: conside´rons par exemple une fonction avec au moins deux poles,
ou bien un pole n’e´tant pas une valeur omise; l’orbite en arriere du point a
l’infini est non vide, ce qui entraˆıne, graˆce au the´ore`me de Picard, qu’elle est
un ensemble infini. Ainsi, l’ensemble des singularite´s essentielles de chaque
f ◦n sera e´galement infini. Notons que cela comporte, graˆce au the´ore`me de
Montel, la normalite´ des ite´re´es sur les ouverts ou` elles sont de´finies.
Au contraire, si f a un seul pole e´tant une valeur omise, alors les ite´re´es
sont toujours bien de´finies, mais la normalite´ n’est pas garantie: dans ce cas,
la de´finition d’ensemble de Fatou et de Julia est semblable a celle du cas des
fractions rationnelles (voir par exemple [5], p.153-155).
Rappelons maintenant la notion de distance sphe´rique et la notion sous-
jacente de de´rive´e sphe´rique d’une fonction me´romorphe. La distance
sphe´rique σ(z, z′) de deux points de la sphe`re de Riemann est de´finie comme
la distance euclide´enne de leurs projections ste´re´ographiques.
3On voit aise´ment que σ(z, z′) = 2|z − z′|/
√
(1 + |z|2)(1 + |z′|2) si z, z′ ∈ C,
et σ(z,∞) = 2/
√
(1 + |z|2).
E´tant donne´e une fonction me´romorphe au voisinage de z ∈ C, on de´finit
sa de´rive´e sphe´rique en z comme
g♯(z) := lim
ζ→z
σ(f(z), f(ζ))
σ(z, ζ)
.
Cette limite existe et on a g♯ = (1/g)♯, d’ou` l’utilite´ de cette notion dans le
domaine des fonctions me´romorphes; par exemple on sait, graˆce au the´ore`me
de Marty, que la normalite´ d’une famille de fonction me´romorphes est equiv-
alente au fait que la famille de leurs de´rive´es sphe´riques soit borne´e.
Rappelons aussi les e´nonce´s du the´ore`me 1 de [7] et du lemme de Hurwitz
(voir par exemple [3], p.8):
The´ore`me 1 Soit v ∈ C, W un voisinage de v in C; soit g une application
holomorphe (a` valeurs en P) sur W \ {v}, ayant une singularite´ essentielle
a` v et g♯ la de´rive´e sphe´rique de g. Alors lim supz→v |z − v| · g
♯(z) ≥ 1/2.
Lemme 2 Soit Ω une re´gion de C et {hn} une suite d’applications holomor-
phes de´finies sur Ω et a` valeurs en P: si hn converge uniforme´ment sur tout
compact de Ω vers une application holomorphe non constante h : Ω → P et
celle-ci prend la valeur α ∈ P, alors hn prend aussi bien la valeur α pour tout
n assez grand.
Rappelons enfin qu’un cycle d’une fonction f est un point fixe de l’une de
ses ite´re´es f ◦n, que son multiplicateur est la de´rive´e de f ◦n a ce point et que
le cycle est re´pulsif si son multiplicateur est de module plus grand que 1.
Le lemme suivant est connu comme le lemme de l’espace me´trique (voir
[6], p.256).
Lemme 3 Soit (X, d) un espace me´trique complet et M : X → [0,+∞) une
fonction localement borne´e. Soit σ > 0: alors pour tout u ∈ M−1(0,+∞)
il existe w ∈ X tel que: (i) d(u, w) ≤ [σM(u)]−1; (ii) M(w) ≥ M(u) et
(iii) d(x, w) ≤ [σM(w)]−1 ⇒ M(x) ≤ 2M(w).
De´monstration Supposons par l’absurde que le lemme soit faux: alors il existe
u ∈ X tel que , pour tout w ∈ X , l’un au moins des e´nonce´s (i), (ii)
4et (iii) est faux. En particulier, v0 := u doit violer la condition (iii).
Donc on peut trouver v1 ∈ X tel que M(v1) > 2M(v0) mais d(v1, v0) ≤
1/σM(v0). Cela entraˆıne que (i) et (ii) sont vrais pour w = v1 et, par
conse´quent, (iii) doit eˆtre faux pour w = v1. Donc on peut trouver v2 ∈ X
tel que M(v2) > 2M(v1) mais d(v2, v1) > [σM(v1)]
−1, et donc d(v2, v0) >
1
2
[σM(v0)]
−1. Ceci entraˆıne que (i) et (ii) sont vrais pour w = v2 et, par
conse´quent, (iii) doit eˆtre faux meˆme pour w = v2.
En continuant ce proce´de´, on peut construire, par induction, une suite
{vn} telle que v0 = u, M(vn) > 2M(vn−1) > 2
nM(v0) et d(vn, vn−1) ≤
21−n [σM(v0))]
−1. Cette suite-la` est de Cauchy: en soit λ la valeur limite.
On voit que M n’est pas borne´e au voisinage de λ: c’est une contradiction.
Le lemme suivant renormalise (moyennant composition a` la source avec des
contractions bien choisies) une famille d’applications holomorphes (a` valeurs
dans la sphe`re de Riemann). La preuve ci-de´crite peut se trouver en [1]; voir
aussi [8].
Lemme 4 (Zalcman) Si une famille F := {fα} d’applications holomorphes
sur D, a` valeurs en P, n’est pas normale sur aucun voisinage de v ∈ D, alors
il existe des suites vn → v, rn ↓ 0, {fn} ⊂ F et une application holomorphe
non constante h sur C, a` valeurs en P, telles que fn(vn + rnz) est bien
de´fini -pour n assez grand- sur tout compact de C et on y a, uniforme´ment,
fn(vn + rnz)→ h.
De´monstration Graˆce a` la non normalite´ a` v, on peut trouver des suites ξn → v
en D et {fn} ⊂ F telles que f
♯
n(ξn) ≥ n
3. On peut supposer, sans nuire a` la
ge´ne´ralite´, que {ξn} soit contenu dans un sous-ensemble ferme´ X de D.
Pour tout n, appliquons le lemme 3 a` X avec la me´trique euclide´enne,
M = f ♯n, u = ξn et σ = 1/n. Appelons (◦), (◦◦) et (◦ ◦ ◦) les conse´quences
des e´nonce´s (i), respectivement (ii) (iii) du lemme: on obtient vn ∈ X tel
que: (◦) d(ξn, vn) ≤ 1/n
2, (◦◦) f ♯n(vn) ≥ n
3 et (◦◦◦) |x−vn| ≤ n[f
♯
n(vn)]
−1 ⇒
f ♯n(x) ≤ 2f
♯
n(vn).
Posons maintenant rn := [f
♯
n(vn)]
−1 et hn(w) := fn(vn + rnw). Chaque
hn est bien de´fini sur D(0, n) car, graˆce a` (◦) et (◦◦) ci-dessus, vn → v
nrn ≤ 1/n
2. La famille {hn} est normale, car, graˆce a` (◦ ◦ ◦) (hn)
♯ ≤ 2
sur D(0, n): graˆce au the´ore`me d’Ascoli, on peut extraire de {hn} une sous-
suite uniforme´ment convergente, sur tout compact de C, vers une fonction
5me´romorphe limite h telle que h♯(0) = limn→∞ hn
♯(0) = 1; cela prouve que h
n’est pas constante.
Le lemme suivant ’renormalise’ une application holomorphe (a` valeurs dans
la sphe`re de Riemann) au voisinage d’une singularite´ essentielle isole´e.
Lemme 5 Soient v ∈ C, W un voisinage ferme´ de v, g une application
holomorphe, a` valeurs en P, sur W \ {v}, ayant une singularite´ essentielle
a` v. Alors l’alternative suivante a lieu: soit il existe des suites vn → v,
{rn} ⊂ R
+, avec rn → 0, telles que g(vn + rnz) est bien de´fini sur tout
compact de C et g(vn+ rnz) y converge vers une application holomorphe non
constante h : C → P; soit il existe ζ ∈ C et des suites vn → v, {rn} ⊂ R
+,
avec rn → 0, telles que g(vn+rnz) est bien de´fini sur tout compact de C\{ζ}
et g(vn + rnz) y converge vers une application holomorphe non constante
h : C \ {ζ} → P.
De´monstration: soit αn une suite de nombres re´els positifs, avec αn → 0.
Graˆce au the´ore`me 1, on peut trouver une suite {ξn} enW telle que |ξn−v| =
αn et et g
♯(ξn) ≥ [αn]
−1 pour n assez grand. Posons Xn := W \ D(v, αn/4);
pour tout n,∈ N, appliquons le lemme 3 a` Xn avec la me´trique euclide´enne,
M = g♯, u = ξn et σ = 8. Appelons (♦), (♦♦) et (♦♦♦) les conse´quences
des e´nonce´s (i), respectivement (ii) (iii) du lemme: cela fournit vn ∈ Xn
tel que: (♦) |ξn − vn| ≤ αn/8 , (♦♦) g
♯(vn) ≥ [αn]
−1 et
(♦♦♦)
{
|x− vn| ≤ 1/(8g
♯(vn))
}
⇒ g♯(x) ≤ 2g♯(vn).
Posons maintenant rn := [16g
♯(vn)]
−1 et hn(z) := g(vn+ rnz). Graˆce a` (♦)
et (♦♦) ci-dessus, on a |vn − v| ≤ |vn − ξn| + |ξn − v| ≤
9
8
αn et |vn − v| ≥
|ξn − v| − |ξn − vn| ≥
7
8
αn. Ainsi, |vn + rnz − v| ≤ (9/8+ |z|/16)αn ≤ 2αn et
|vn+ rnz− v| ≥ (7/8−|z|/16)αn ≥
1
4
αn ce qui entraˆıne que vn+ rnz ∈ Xn et
que hn est bien de´fini sur D pour n assez grand. La famille {hn} est normale
sur D, car, graˆce a` (♦♦♦) h♯n ≤ 1/8 sur D. Graˆce au the´ore`me d’Ascoli,
on peut en extraire une sous-suite uniforme´ment convergente {hnk}, sur tout
compact de D. Or, a` une nouvelle extraction pre`s, l’alternative suivante a
lieu: soit (v− vnk)/rnk →∞ soit (v− vnk)/rnk converge a` un certain nombre
complexe, que nous appellerons ζ .
Notons que cela entraˆıne que, hnk est bien de´fini sur tout compact de C,
resp. C\
Une ulte´rieure alternative a lieu: soit la famille {hnk} est normale sur C
(resp. C \ {ζ}), soit il existe ζ ′ ∈ C (resp. ζ ′ ∈ C \ {ζ}) tel que {hnk} n’est
pas normale au voisinage de ζ ′. Dans le premier cas, la de´monstration est
6termine´e moyennant extraction d’une valeur limite h: cette function jouit de
la proprie´te´ que h♯(0) = limk→∞ hnk
♯(0) = 1/16; cela prouve que h n’est pas
constante.
Dans le deuxie`me cas, le lemme 4 fournit des suites {wk} ∈ C et {sk} ∈ R
+
avec wk → ζ
′ et sk ↓ 0 telles que hnk(wk + skz) converge (a` extraction
pre`s) uniforme´ment sur tout compact de C (resp. C \ {ζ}) vers une fonction
holomorphe non constante h : C → P (resp. h : C \ {ζ} → P). Cela
conclut la de´monstration, car on a: hnk(wk+ skz) = g(vnk + rnkwk+ rnkskz),
vnk + rnkwk → v et rnksk → 0;
3 Le re´sultat principal
Soient maintenant: f une fonction me´romorphe non constante sur C, ayant
au moins deux poles, ou bien un pole qui n’est pas une valeur omise; Ff et Jf
les ensembles de Fatou e Julia respectivement; C+f l’ensemble post-critique
de f et Ef son ensemble exceptionel (voir encore [5], p.156). Rappelons que
C+f est de´fini comme l’orbite de l’ensemble critique de f : c’est un ensem-
ble de´nombrable. En outre, Ef est l’ensemble des points ζ ∈ C tels q ue⋃∞
n=1 f
−n(ζ) est un ensemble fini. Graˆce aux the´ore`mes de Montel et de
Picard, cet ensemble-ci peut contenir au plus deux points.
Par ailleurs, on n’a pas force´ment Ef ⊂ Ff pour les fonctions transcen-
dantes.
The´ore`me 6 Les cycles re´pulsifs de f sont denses dans Jf .
De´monstration: rappelons que Jf = O−(∞) =
∞⋃
n=0
f−n(∞). C’est un ensem-
ble parfait (voir [5] p.154 et p.161). Comme C+f ∪Ef est de´nombrable, il suffit
d’approcher tout point p ∈ Jf \ (C
+
f ∪ Ef) ∩ f
−λ(∞) λ ∈ N.
Lemme 7
⋃λ
l=0 f
−l(∞) ne peut pas s’accumuler sur p.
De´monstration: supposons par l’absurde qu’il existe une suite {pν} ⊂⋃
l=0 f
−l(∞) telle que pν → p; on peut en extraire une sous-suite qν → p
telle que {qν} ⊂ f
−n(∞), pour un 1 ≤ n ≤ λ. Alors: A) si 1 ≤ n ≤ λ − 1,
f ◦n est holomorphe a` p, f ◦n(p) ∈ C mais f(qν) ≡ ∞ pour tout ν ∈ N: c’est
une contradiction; B) si n = λ, f ◦n a un pole a` p, f ◦n(p) = f(qν) ≡ ∞ pour
tout ν ∈ N: ceci entraˆıne f ◦n ≡ ∞, une contradiction. (lemme 7)
7Fin de le de´monstration du the´ore`me 6: Donc, graˆce au lemme 7, f ◦λ+1 a une
singularite´ essentielle isole´e a` p.
On peut alors appliquer le lemme 5 avec g := f ◦λ+1, v = p et trouver un
point ζ ∈ C et des suites pn → p, rn ↓ 0 tels que f
◦λ+1(pn + rnz) converge
uniforme´ment sur tout compact (pour n→∞) de C\{ζ} vers une application
holomorphe non constante h : C \ {ζ} → P: Donc h est soit une application
entie`re h : C→ P, soit elle a une singularite´ essentielle a` ζ .
Graˆce au the´ore`me de Picard, h(C \ {ζ}) rencontre Jf .
Soit donc U ⊂ C \ {ζ} un ouvert tel que h(U) ∩ Jf 6= ∅: alors, on a, graˆce
au the´ore`me de Montel, ∪q≥1f
◦q(h(U)) ⊃ Jf \ Ef ; ainsi, il existe z0 ∈ U et
η ∈ N tels que p = f ◦η ◦ h(z0); on peut supposer, sans nuire a` la ge´ne´ralite´,
h(U) ⊂ C et h′ 6= 0 sur U .
Or, f ◦η ◦ f ◦λ(pn + rnz) − (pn + rnz) converge, apres eventuelle extraction,
vers f ◦η ◦ h− p, donc, le lemme de Hurwitz (lemme 2) nous passe une suite
de points {zn} → z0 telle que f
◦η ◦ f ◦λ(pn + rnzn) = (pn + rnzn): ainsi les
points qn := pn + rnzn forment une suite qn → v de points pe´riodiques de f .
Ces points sont re´pulsifs (pour n assez grand), puisque on a, d’un cote´,
rn ·
(
f ◦η+λ
)′
(pn + rnzn)→
[
(f ◦η)′ (h(z0))
]
· h′(z0),
et de l’autre cote´, rn → 0, h
′(z0) 6= 0 et h(z0) n’est pas un point critique de
f η: en effet, f η ◦ h(z0) = p 6∈ C
+
f . Cela conclut la de´monstration.
Il reste a` montrer le cas d’une fonction f me´romorphe ayant un pole a`
un point qui est une valeur omise par f : pour ce faire, nous adaptons la
me´thode de renormalisations des ite´re´es de´peinte en [2]. Supposons, sans
perte de ge´ne´ralite´, que la singularite´ soit place´e a` 0. Alors les ite´re´es {f ◦n}
sont bien de´finies partout en C \ {0} et p ∈ Jf si et seulement si {f
◦n} n’est
pas une famille normale au voisinage de p. On a encore:
The´ore`me 8 Les cycles re´pulsifs de f sont denses dans Jf .
De´monstration: appliquons le lemme 4 a` la famille {f ◦n}, avec v = p: cela
fournit des suites {pn} → p et {rn} ↓ 0 telles que {f
◦n(pn + rnz)} converge
uniforme´ment sur tout compact de C vers une application holomorphe non
constante h˜ : C → P. Comme C+f ∪ Ef est de´nombrable, on peut supposer,
sans nuire a` la ge´ne´ralite´, p ∈ Jf \ (C
+
f ∪ Ef).
Soit maintenant U ⊂ C un ouvert tel que h˜(U) ∩ Jf 6= 0; puisque
∪q≥1f
◦q(h(U)) ⊃ Jf \ Ef , il existe z0 ∈ U et η ∈ N tels que p = f
◦η ◦ h˜(z0);
on peut supposer, sans nuire a` la ge´ne´ralite´, h˜(U) ⊂ C et h˜′ 6= 0 sur U .
8Or, f ◦η ◦ f ◦n(pn + rnz)− (pn + rnz) converge, apres eventuelle extraction,
vers f ◦η ◦ h˜ − p, donc, le lemme de Hurwitz nous passe une suite de points
{zn} → z0 telle que f
◦η ◦ f ◦n(pn + rnzn) = (pn + rnzn): ainsi les points
qn := pn + rnzn forment une suite qn → v de points pe´riodiques de f . Ces
points sont re´pulsifs comme au the´ore`me 6.
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